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����� ���	
���
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�������� �� �������� ������� ������� 
(1 ���) 

 
�������� 	�
 ����� ��
��� �� 
�� ���� �� 	�
����� ����� ��� "�� 

�����" �� ��
����� ���� ��� 
�� ����, �
����� ����� ��� � �
����� 
"�

������" �
 
���� ����. �� 	���, �� ������� 2 � 18, ��� � ����� 10, ��� � 
"�

������" �� 8 � �
 2 � �
 18. ���� � 
����� ���� ���? ������������� 
��� ��� 
� ����� �� ��� ���� 
� �� ������ ����� �
 ������� � 	������ ������� ��� 
� 
������ ��	������, ���� 
� ��������� 
��� ���� ��
��� � 
������ ������ �� �� 
������ ������� � ���� 
�������� ��� �� �� 	�
��� �� ����� ����� ��� 
������. �� ������ ������ �����, (2 18) : 2 20 : 2 10+ = = . ���� 
�������� 
��
��� � 	������ 	�
 ����� ���������
� �������. 

�� ������� ������������ ��
��� � ����������� �
���� 	� ����� �� 
��
��� �� 
�� ����, �
����� ��� �� ��� ���� 
� �� ������� ������� �� 
� 
����� ������� ������ ��	������. ���� �� 	��� ��� ������ 	�����
�� �� 
�� 
���� 
� ������ ��	������, ����� ����� �
 ������� ���� 
� �� �������� �� 
���
������ ���� �
 ������� 	�����
, �
����� �� ������� ���������
� 
�������. ������������ 
��� 2 18 36 6⋅ = = , ���� 
� 	������� 
��� ��� 
����� �
 ������� 2 � 18 �� �������� �� ������� ���������� ��
��� 6, ����� 
��������� 	�����
�� �� ������ ��	������. 

 ��� 
�� ��
���, ������������ � ������������, �� 
�� �
 ��������� 
��
��� �� ������������, �� ������ 	������� 	�����. !����� 	������ 
	������, �� �� � 	������ 	�������� �� ��������
��� � 
���������� 
�������. �����, "���������� ��
��� �� ������ ���� ������ ����� �� 
�#�	������ ��
����� �� ������� 
� ������ ��	������, 
�
��� ������, 
���
������ ��
��� �� ������ ���� ������ ����� �
 ���
����� �� ������� 

� ������ ��	������. 

�� 	���������� ����� ����� a  � b  �� ����
����� ���
���� ������ �� 
��� �	��������� ������� ��
���: 

• 
2

a bA +=  �� ���������
� ������� �� ������� a  � b , 

• G ab=  �� ���������
� ������� �� ������� a  � b , 

• 
1 1

22

a b

ab
a b

H ++
= =  �� ��������
� ������� �� ������� a  � b , 

• 
2 2

2
a bK +=  �� 
�������� ������� �� ������� a  � b . 

�� 	������������ ����� �� ��
�� 	������� ������������ ��� ����� �� 
��������� ��
���, �� ��
�� �������� ������� ���������� ����	���#�� �� 
������, ���� � 	��
���������� ���������� �������#�� �� ������ �
 ��
�����. 
�� ����� �� ��
�� ���	����� 
�$���#���� �� ��������� ��
��� �� 	����� 
����� � �� ��
�� 	������� ������� 	������� 	����� �� ��
����� �� �� 
#�� �� 	�
��� ������� �� ������. 

 
1. ����������� �� ��������� ������� 
 

�� ������� ������� ��
��� A , G , H  � K  �� ������� a  � b , ����� 
���
���� ���������� 
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H G A K≤ ≤ ≤ . 
�� 
������� �� ���� ���������� �� ������ 	�������� $���� 
��� 

���
���� �� ���� ��� ����� ��� � �����������. %����, �� 
��������� �� 
	���� ���������� �������� �
, 

2( ) 0a b− ≥  

2 0a ab b− + ≥  

2 / ab
a b

a b ab ++ ≥ ⋅  

2ab
a b

ab +≥  

�.e.      G H≥ . 
�� 
��������� �� ������ ����������, 	�������� � 	������ ���, 

   2( ) 0a b− ≥  

   2 0a ab b− + ≥  
   2 / : 2a b ab+ ≥  

   
2

a b ab+ ≥  

  �.e. A G≥ . 
% �������, �� 
��������� �� ������ ���������� �� ������ �
, 

   2( ) 0a b− ≥  

   2 22 0a ab b− + ≥  

   2 2 2a b ab+ ≥  

   2 2 2 22 2 2 / : 4a b a ab b+ ≥ + +  

   
22 2 ( )

2 4
a ba b ++ ≥  

   
2 2

2 2
a b a b+ +≥  

  �.e. K A≥ . 
&�� �� 	�
�
��� ���� ���������� �� �
�� ���� �
 ���������� �� 


����� 
2 22

2 2
ab a b a b

a b
ab + +

+ ≤ ≤ ≤ , 

	� ��� �������� ����� 	� a b=  (	������!). 
 

2. ���������
� ������������� �� ��������� �������  
 
 '�� ���������� ���������� �� ��������� ��
��� �� ��
�� 	��������� 

������ �����
��� ������ ���������� ����	���#��� �� ��
�����. �� 
	��������� ������� ����� ���������� ����	���#��. 
 
2.1. ���� ���������
� ������������	� 
 

���� � 
�
�� ��	���� ABCD  �� ������ AB a=  � CD b=  (#��� 1). 
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1) ( �� 	��������� 
������������ ��
��� �� 
������� a  � b ? 

&�� �� 	������� �� 
�������� �� ��
�� ������ �� 
��	�� �� ������ a  � b , ��
��� 
���� 
� �� �����
� 
��� 

�������� �� ��
���� ������ EF , 
	� ��� ���� E  � ��
��� �� 
����� AD , � F  � ��
��� �� 
����� BC  (#��� 1), � �
����� 
�� ������������ ��
��� �� 

������� a  � b  �.e. 

2
a bEF += . 

 
2) )� 	�������� �������� 	����� ���� �� 1) � 
� �� ���
��� 
� 
�
��� 

�
���� �� ��� 	�����, �
����� ��� 	��������� ������������ ��
��� �� 
������� a  � b , ��
� a  � b  �� 
������ �� �������� �� ��	���� ABCD ?  

 ��� 	�� �
������ �� � ����� ������
��. �� 
� 
��
��� 
� ���� 
	���������� ������� ||GH AB  ( ,G AD H BC∈ ∈ ) ���� 
� �����������#��� 
ABHG  � GHCD  �� ������ (#��� 1).  
 ������� �������� ����� 

  : :a GH GH b=  �
 ��
�  
  GH ab= . 
�����, 
�������� �� ��������� GH  � �
����� �� ������������ ��
��� 

�� ������� a  � b . 
 
3) *��
���� $��� � ��������. &�� 	�������� ������� ||KL AB  

( ,K AD L BC∈ ∈ ) ���� 
� ������ ��� 	������ O  �� 
����������� AC  � BD  �� 

��	���� ABCD  (#��� 1), �� 
������ 
��� 
�������� �� ��������� KL  � 
�
����� �� "���������� ��
��� �� ������� a  � b .  

%����, �
 ��������� �� ��������#��� KOD∆  � ABD∆  �����: 
 : : ( ) : 1 :KO AB KD AD AD AK AD AK AD= = − = − . (1) 
 
 ��������� 	�� �� ��������#��� AOK∆  i ACD∆  �����: 
 : :KO DC AK AD= .      (2) 
*� ������ �� (2) �� (1) �� 
����� 
 : 1 :KO AB KO DC= −  

 1KO KO
a b

+ =  

ab
a b

KO += . 

 *����� �� 	������� 
��� ab
a b

OL += , ��� ����� 
��� 2ab
a b

KL += . 

  
4) ���� ���� MN  � ������� ���� 
� ||MN AB  ( ,M AD N BC∈ ∈ ) � 

�����������#��� ABNM  � MNCD  �� �
�����	������ (#��� 1).  ��� 	�� �� 
	������� 
��� 
�������� �� ��������� MN  � �
����� �� ���
������ ��
��� 
�� ������� a  � b . 

A B 

C D 

O L 
H 

F 
N 

G 
E 

K 

M 

#��� 1 

a 

b 
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 &�� �� x  �� �������� �������� �� ��	���� ABNM , � �� y  �������� �� 
��	���� MNCD , ����� �
 �
�������� �� 	��������� �� ��	����� ABNM  � 
MNCD  � ��� 
��� ������� 	������� �� 	������� �
 	��������� �� ��	���� 
ABCD , ����� 

  
2 2

a MN MN bx y+ +⋅ = ⋅  � 
2 2

( ) 2a b a MNx y x+ +⋅ + = ⋅ ⋅ , 

�
 ��
� �� 
����� 
��� 
2 2

2
a bMN += . �����? ��� 	�
����� �� 
���� 

�������� �� x , � 	���� ������� �� ���������� y
x

 �
 	���� �������� � 

�������� �� �� ������. �� ��� ����� �� ���������� x  � y , 	� ����� �� ���� 


� �� 
���� �� ��� � �
����� 
�������� �� ��������� MN . 
 
  
 #����� 1 �� �����
��� 
��� MN EF GH KL≤ ≤ ≤ , ��� 	��������� 
���������� ���
 �� 	��������� ���������� �� ��
�����. 
 
2.2. ����� ���������
� ������������	� 
 
 ���� � 
�
��� �����#��� k  �� 
������� AB a b= + . ������� C  �
 

��������� AB  � ����� 
� AC a=  � CB b= , 	� ��� ��� ������ �� �	������ 
���� 
� ������ 
��� a b≥ . ���� O  � #������ �� �����#��� k . ������� R  � 
����� 
� OR AB⊥  � 	� ��� 

2
a bOR −= . ������� 

T  � ����� �
 �����#��� k  ���� 
� CT AB⊥ . % 
������� F  � ����� �
 �
����� OT  ���� 
� 
CF OT⊥ . (��
� #��� 2) ����� 	������� 
���,  

• 
2

a bOT +=  � ������������ ��
���,  

• CT ab=  � ������������ ��
���,  

• 2ab
a b

TF +=  � "���������� ��
���, 

• 
2 2

2
a bAR +=  � ���
������ ��
���. 

 
 ������� �� ��� �� 
������ ������� ����� �� ������� 
��� 
TF CT OT AR≤ ≤ ≤ . ����� ���������� 
���� �
 	����������� TFC∆  ��
� 
TF  � ������, � CT  � "�	�������. ������ ���������� 
���� �
 	����������� 

OCT∆  ��
� CT  � ������, � OT  � "�	�������. % ������ ���������� 
���� �
 
��� ��� OT OA=  ���� �
��#� �� �����#��� � �
 	����������� AOR∆ , ��
� 
OA  � ������, � AR  � "�	�������. 
 
2.3. ����� ���������
� ������������	� 
 
 +�� ���� �
�� �������� ���������� ����	���#���. ���� ��
����� �� 
������ �
 �����#� �� ���
����� �����.  ���� ����������� ACB∆  � 
	��������� �� 	�� ���� ��� ������ C  � ������ AC a=  � CB b= , 	� ��� 
���� 
� ������ 
��� a b≤ . ���� O  � ��
��� �� "�	�������� AB  � ���
�� 
#���� �� �	������� �����#� k  ����� ACB∆ . ������� 'A BC∈  � ''A k∈  �� 
����� 
� ' ''BA BA AC a= = =  � A  � ''A  �� �� ������� ����� �
 CB . ������� 

#��� 2 

O C 
B A 

F 

T 
R 
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Q k∈  � ����� 
� BQ  � �������� �� ������ ''CBA� . ������� 'M BC∈  � ��
��� 

�� 'A C , �
����� ' ' 'A M M C= , 
�
��� ������� M k∈  � ����� 
� 'BM BM= . 
������� G k∈  � ����� 
� ' ''A G A C⊥  � G  � �� ����� �''BA C . ������� 'H  � 
	������ ����� �� 'A G  � BM . % 
������� H k∈  � ����� 
� 

'BH BH=  � �� ����� �� �����  
�''BA C . (��
� #��� 3) ����� 
	������� 
���, 

• 
2

a bBM +=  � ������������ 

��
���,  
• BG ab=  � ������������ 
��
���,  

• 2ab
a b

BH +=  � "���������� 

��
���, 

• 
2 2

2
a bBK +=  � ���
������ 

��
���. 
 
 #����� 3 �� �����
��� 
��� BH BG BM BQ≤ ≤ ≤ , ��� 	��������� 

���� �
�� ���������� ���
 �� ������������ �� ��
�����. 
 

H 

A'' 

A' 

H' 

M' 

B A 
O 

C 

Q M G 


